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RCsum&Les auteurs proposent un modele bidimensionnel qui, outre celles de la couche limite, admet les 
hypotheses suivantes: au bord de la surface par lequel entre le liquide, le film est Ctabli et sa temperature 
est &gale a celle de la surface supposee constante; il existe au-dessus du liquide un Bcoulement d’air humide, 
de temperature infirieure a celle de la surface, parallele a celle-ci et dans la m&me direction que le film. 11s 
r&solvent numkriquement les equations de transfert a l’aide d’une methode aux differences finies. 11s 
montrent notamment que l’interface eau-air se comporte comme une paroi solide isotherme de temperature 
voisine de celle de la surface inclinee eu Cgard a l’tcoulement gazeux. Des variations de la distance 

d’assechement sont donntes en fonction de plusieurs parametres. 

INTRODUCTION 

L’evaporation de films minces en Ccoulement et la 
determination des distances d’assechement posent de 
nombreux problemes theoriques et presentent un 
grand inter&t pratique, notamment dans l’industrie 
nucleaire, pour le refroidissement des turbines, lors de 
l’injection de carburant dans les moteurs [l], pour la 
concentration des effluents, pour la distillation, etc. 
Pourtant, on trouve encore relativement peu de pub- 
lications scientifiques concernant ces phenomenes. 
Citons celle de Schroppel et Thiele [2] relative B un 
film d’epaisseur constante s’tcoulant sur une plaque 
horizontale, celles de Lin et al. [3, +] et de Suzuki et 
al. [5] concernant la paroi inttrieure d’un tube vertical 
ainsi que celle de Hounkalin [6] a propos d’une plaque 
inclinee. Plus recemment, Tsay et al. [7] ont Ctudie 
l’evaporation en convection naturelle, d’un film 
d’tthanol tombant sur une paroi adiabatique verti- 
tale. Les auteurs choisissent une temperature d’entree 
du film de telle man&e que l’ecoulement du gaz et 
celui du film liquide soient co-courants. 

Dans le present travail, l’interet est Porte sur l’etude 
de l’tvaporation d’un film liquide en presence d’un 
Ccoulement d’air humide. L’objectif global est la deter- 
mination des conditions d’entree qui entrainent un 

asdchement du film en particulier sur de faibles dis- 
tances. Les resultats locaux (temperatures, vitesses, 
fractions massiques) le long de la paroi inclinee sont 
analyses en fonction des grandeurs d’entree. 

DESCRIPTION DU SYSTEME ET FORMULATION 

MATHEMATIQUE DU PROBLEME 

Considerons un liquide newtonien, en l’occurrence 
de l’eau, a la temperature tp, s’ecoulant en film sur 
une surface plane inclinte d’un angle 0 par rapport au 
plan horizontal et maintenue a la m&me temperature 
constante tp (Fig. 1). 

Soit x, l’abscisse mesuree positivement dans la 
direction de l’ecoulement a partir du bord de la surface 
par lequel entre le liquide et y, la distance normale a 
celle-ci comptee positivement vers le haut. On suppose 
grande la dimension de la surface dans la direction 
perpendiculaire au plan (x, JJ) 

On pose que, pour x = 0, l’ecoulement est perma- 
nent, laminaire, Ctabli et sans onde. Le film s’evapore 
le long de la paroi. On suppose qu’il existe, au-dessus 
de la surface libre du liquide, un Bcoulement per- 
manent et laminaire d’air humide parallele a la surface 
et dans la meme direction que le film. 
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NOMENCLATURE 

c/i coefficient de frottement dtfini dans la V vitesse dimensionnelle suivant oy 

phase k, (2,~~,/p~&)(a%/~y) V vitesse adimensionnelle suivant oy 

CPk cap&t& calorifique massique a abscisse dans le sens de l’ecoulement 

pression constante ; abscisse adimensionnelle 

D” coefficient de diffusion de la vapeur Y coordonnee dimensionnelle normale a 
dans fair la surface 

Fr nombre de Froude, z&/gL Y coordonnee adimensionnelle normale 

9 acceleration de la pesanteur a la surface 
h chaleur latente massique W fraction massique de la vapeur d’eau 

d’tvaporation dimensionnelle dans Pair 
H chaleur latente massique W P fraction massique de la vapeur d’eau 

d’evaporation adimensionnelle dans l’air correspondant a la 
L longueur de la plaque temperature tp 
&?” flux de vapeur, fa ti dx W fraction massique adimensionnelle de 
Mr fraction massique &vapor&e, tiJr, la vapeur d’eau dans l’air. 
IM, masse molaire de l’air 

K masse molaire de la vapeur.d’eau Symboles 
ti densite du flux de vapeur r debit massique dimensionnel du film 
NUl nombre de Nusselt local, defini dans la liquide 

phase gazeuse, lie au transfert de r* debit massique adimensionnel du film 
chaleur latente, htix/&At liquide 

N% nombre de Nusselt local, defini dans la 6 epaisseur de la couche limite 
phase gazeuse, lie au transfert de A epaisseur adimensionnelle de la couche 
chaleur sensible, - (x/At)(&/ay)IG, limite 

N% nombre de Nusselt local defini dans la 0 angle entre la plaque et le plan 
phase liquide, - (x/ZJAt&J(dt/i?y)lLI horizontal 

P pression atmospherique 1 conductivite thermique 

PV, pression de vapeur saturante n viscosite dynamique 
Prk nombre de Prandtl defini dans la phase V viscosite cinematique, p/p 

k, ok CP,I& P masse volumique. 
Rei. nombre de Reynolds defini dans la 

phase liquide, 4I,/,u, Indices 
Reo nombre de Reynolds total defini dans I interface liquid+vapeur 

la phase gazeuse, u, L/v, k L, G 
Re, nombre de Reynolds local defini dans L phase liquide 

la phase gazeuse, u,x/vo G phase gazeuse 
SC nombre de Schmidt defini dans la P paroi 

phase gazeuse, v,/D, position suivant x 
Sk nombre de Sherwood local defini dans ; condition d’entree pour le debit 

la phase gazeuse, - (x/Aw)(8w/~?y)l, co conditions loin de l’interface dans la 
t temperature dimensionnelle phase gazeuse. 
T temperature adimensionnelle 
u vitesse dimensionnelle suivant ox Les nombres decimaux sont exprimes a l’aide du 
u vitesse adimensionnelle suivant ox “point”. 

Posons les hypotheses complementaires suivantes: (6) les approximations de la couche limite sont par- 

(1) 

(2) 

(3) 
(4) 
(5) 

tout valables 
les Ccoulements et le transfert de chaleur et de (7) l’interface eau/air humide est en Cquilibre thermo- 
masse sont bidimensionnels dynamique et il n’y a pas de dissolution de gaz 
les proprietes physiques de l’eau et de l’air humide dans le liquide 
sont constantes (8) la temperature t, de Pair est constante loin de la 
le rayonnement est negligeable surface et inferieure a tp 
l’air humide est un gaz parfait (9) la fraction massique w, de la vapeur dans l’air, 
les effets Soret et Dufour sont negligeables loin de la surface, est constante. 
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L&de 

Equations dans la phase liquide 
Equation de continuitk 

au, au, z+-=o. 
aY 

Equation du mouvement 

Equation de la chaleur 

at, at, 1, a2t, 
uLJjy+v”ay=p,Cp, jjjT’ 

Fig. 1. Modhle physique 

Duns la phase gazeuse 
Equation de continuitk 

!%+%=O. 
aY 

Equation du mouvement 

uG 

Equation de la chaleur 

uG 

Equation de diffusion de la vapeur 

aw aw a% 
uG- +v,- = D,,. 

ax ay ay 

Conditions aux limites 
A la paroi 

(1) 
UL = VL = 0, tI_ = t,. (8)-(9) 

A l’interface eau-air 

&IL auG 
UL = ZIG tL = t, PLdy = PC~ UWl2) 

(2) 
&,$ = ,I,!$+ -he ulz = -p,D,$ (13)-(14) 

T 

La fraction massique wI, B l’interface, est donnCe 
(3) par la relation thermodynamique: 

M”P”S 
w1 = M”P,,+M,(P-PP,S) (15) 

avec 

(4) 
log(P,,) = 17.443-y -3.8681og(t,). (16) 

Dans cette dernikre relation, dite de Bertrand, P,, 

(5) 
est exprimt en atmosphkres et tI en Kelvin. 

A la fronti?re extkrieure de la couche limite de 
vapeur 

UG = 21, t(y = t, w = w,. (17)-(19) 

(6) Aux Cquations de transfert et aux conditions aux 
limites, il convient d’ajouter 1’Cquation de con- 
servation du d&bit massique, & savoir: 

(7) 
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ADIMENSIONNALISATION DES EQUATIONS DE 

TRANSFERTS ET DES CONDITIONS AUX 
LIMITES 

Equation du mouvement 

Adimensionnalisons x, y, 6,, uk, vk, tk, w respec- 
tivement de la facon suivante: sin (19) vL 1 a2u, 

=Fv+-yp vG A,. au2 
(41) 

X=; Y=:_& AL=;& (21)-(23) Equation de la chaleur 

tk - tee 
Tk = ~ 

w-w, W=- 
t,---t, wp-ww,. (24)-P) 

VL 1 a’T, =- ~~ 
VG Pr& a$ 

(42) 

Effectuons le changement de variable suivant: 
Equations adimensionnaliskes dam la phase gazeuse 

Equation de continuite 

x=x q=; w-(29) 
L 

-__--_+LiYQ), au, Y d&au, 
ax AL dX ay AL aq (43) 

et posons: 
Equation du mouvement 

At = tp-tfm Aw = wP-w, (30))(31) 
i a'u, 

- ~ (44) 
A:. a$ 

Equation de la chaleur 

Nu, = -X+ & gi (34) 
I_ I I 

Nu 
x 

= _*zL 6 aTl. 
AGaLar, (35) 

1 a’T, 

Pr,Ai a$ 
(45) 

G Re aT, 
Nu, = -Xp ~ J-J Re dW 

Equation de la diffusion de vapeur 

A,_ aq , 
Sh, = -xp - 

A, af7 I 

(36)-W) 

~I~JG au, zz L E. (46) 

LA, aq p ,%A: a$ 

CfLP = 
P&zc 

(38) 
Conditions aux limites 

2um~G& auG 
LA, af7 , 

cfGI = 2 (39) 
P&CC 

Les equations de transfert et leurs conditions aux 
limites associees s’krivent. 

Conditions a la paroi (y = 0) 

r/, = v, = 0 

T,= 1. 

Conditions a l’interface (ye = 1) 

u, = u, = u, 

(47) 

(48) 

(49) 

Equations adimensionnalisCes dans la phase liquide 
Equation de continuite 

TL = TG = TI (50) 

Cfll = CfGl (51) 

-_---+L!!Loo. au, Y d4. au,_ 
ax AL dX al? A, aq 

(40) 

Nu, = Nu, + NuI 

Nu, = Sh,H. 

(52) 

(53) 
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1.2 
U_T W 

U 

Fig. 2. Variations de U, T et W en fonction de q pour: X = 0.05, L = 1 m, U, = 1.5 m s-l, w, 
tP = 40°C et Ta = lo-’ kg SK’ mm’. 

80 
_ N% 

60 - 

120 
%. - 

- 100 

- 80 

Sh, =0.33Re,“zSc”3 [8, - 60 

- 40 

20 - 

- 20 
,/' + x Pr&ent c&A 

Rc?,“~ _ 

o- 1 ’ 11 I,,,,,,, 

0 100 200 300 4000 

Fig. 3. Variations de Nu, et de Sh, en fonction de Ref'* pour: w, 
mm’. 

= IO-‘, t, = 40°C et Ta = 10m3 kg s-l 
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Fig. 4. Variations de T, en fonction de Xpour: L = 6 m, t, = 6O”C, U, = 
kg s-’ m-‘. 

1 m SK’, w, = 10m3 et To = low3 
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Fig. 5. Variations de C&, ct CfLF en fonction de X pour diffhentes valeurs de Re, et Rr, respectivemcnt, 
avec L = 1 m, w, = 1O-3 et t, = 40°C. 

r, =10-2kg/m, 

=5 10-3kgls.m 

______________ __._ _ ______..... --------.-.- --------- 

X 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 

Fig. 6. Variations de Mv en fonction de X pour diffkrentes valeurs de T,, avec: IL, = 1 m SK’, L = 6 m, 
w, = lo-‘, lP = 6O”C, Q = 10”. 
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Fig. 7. Variations de Mr en fonction de X pour diff&entcs valeurs de t, avcc: IL, = 1 m SK’, L = 6 m, 
w, = 10m3, To = 10e3 kg s-’ in-‘, 0 = IO”. 
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Fig. 8. Variations de Mr en fonction de X pour diffkrentes valeurs de w, avec: u, = 1 m s-l, l-,, = 10m3 
kg SK’ m-‘, 0 = lo”, L = 6 m, tP = 60°C. 

u 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Fig. 9. Variations de Mr en fonction de X pour diffirentes valeurs de u, avec: w, = lo-‘, L = 6 m, 
tp = 6O”C, 0 = lo”, rD = lo-’ kg s-’ m-l. 
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cl.8 
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Cl 
0 0.25 0.5 0.75 

Fig. 10. Variations de Mr en fonction de X pour diffhentes valeurs de Q avec: IL, = 1 m s- ‘, L = 6 m, 
tp = 6O”C, w, = 10m3, To = 10e3 kg s-l m-‘. 
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wm x 2.102 
0 “““‘I”““““““” 

u 0.5 1 1.5 2 “- 2.5 

Fig. 11. Variations de la longueur d’assechement Ls en fonction de u, et w, pour: t, = 60°C l-,, = IO-’ 
kg s-’ m 1-l , D = 10”. 

Loin de l’interface (y + cc) 

uo = 1 (54) 

T, = 0 (55) 

w= 0. (56) 

Enhn, l’equation de conservation du debit massique 
s’tcrit: 

METHODE DE RESOLUTION 

On utilise une methode aux differences finies impli- 
cite. Les dtrivees premieres sont approchees par une 
difference finie avant dans le sens de l’ecoulement et 
par une difference centree dans le sens perpendiculaire. 
L’algorithme retenu pour la resolution est celui de 
Thomas. 

La procedure de resolution peut se resumer comme 
suit: 

(1) 

(2) 

(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 

don&e des profils d’entree pour la fraction mas- 
sique, la temperature, la vitesse et de l’epaisseur 
du film d’eau 
choix d’une temperature d’interface TfonnC et 
determination de la fraction massique a l’in- 
terface 
resolution de l’equation de la diffusion 
calcul du debit massique &vapor& 
resolution de l’equation de la chaleur 
resolution de l’equation du mouvement 
verification de la condition de conservation du 
debit massique 

Si la condition 

]l-(T,*+Mr)] < 1oW 

n’est pas remplie, on se donne une autre valeur 

(9) 
(10) 

(11) 

de l’epaisseur du film et on reprend les Ctapes 

(3)-(7). 
determination de la frontiere exterieure de la 
couche limite gazeuse 

Si la condition 

n’est pas satisfaite on augmente 11 et on reprend 
les &tapes (3)-(g). 
resolution de l’equation de continuite 
determination de la temperature a l’interface 

Si la condition 

n’est pas remplie, on se donne une autre valeur 
de T;lonne et on reprend les &tapes (2)-( 10). 
calcul des nombres de Nusselt, de Sherwood et 
des contraintes de cisaillement a la paroi et a 
l’interface. 

RESULTATS ET DISCUSSION 

L’annexe rassemble les formules donnant les pro- 
prietes physiques de I’air humide. 

La Fig. 2 visuahse les deux couches limites liquide 
et gazeuse, la premiere comcidant avec le film comme 
impost: dans nos equations pour la vitesse et la tem- 
perature. Le profil des temperatures est quasi-lineaire 
du fait de la faiblesse des termes convectifs dans 
l’tquation de la chaleur. 

La Fig. 3 montre que dans le gaz, Nu, et Sh, vari- 
ent comme si l’interface ttait une paroi solide et 
isotherme. Les resultats obtenus pour ces deux nom- 
bres sont en effet verifies par les relations classiques, 
applicables a une plaque, trouvees dans la biblio- 
graphie, ref. [8] par exemple. Le premier resultat Ctait 
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previsible, compte-term de la difference existant entre 
les masses volumiques de l’eau et de I’air humide, 
tandis que le second signifie que les variations de la 
temperature le long de l’interface jouent peu sur 
l’echange de chaleur. La Fig. 4 vient confirmer ce 
rtsultat. 

De mCme la Fig. 5 illustre les differences existant 
entre J’eau et fair hum!de eu Cgard a leur masse vol- 
umique et a leur vrscosite. L’analogie entre le 
coefficient de frottement, trouve a I’interface eau-air, 
et celui de I’air sur une paroi solide est evidente. 

Les Figs. 610 montrent les variations de la fraction 
massique Cvaporee Mr, en fonction de I’abscisse 
adimensionnelle pour differentes valeurs de certains 
parametres adimensionnels. Ainsi, pour une abscisse 
donnee, Mr est d’autant plus grand que le debit d’en- 
tree de l’eau sur la plaque est faible (Fig. 6), que la 
temperature de celle-ci est Clevee (Fig. 7), que la frac- 
tion massique de la vapeur dans l’air exterieur est 
basse (Fig. 8), que la vitesse de ce dernier est grande 
(Fig. 9). La Fig. 10, quant a elle, fait apparaitre que 
Tangle d’inclinaison de la paroi influe peu sur Mr. 

La Fig. 11 illustre les variations de la longueur 
d’assechement, definie comme la distance pour 
laquelle la fraction massique Cvaporee est de 98%, en 
fonction de la vitesse u, et de l’humidite w, de l’air. 

La pose du probleme et les resultats present&s dans 
ce travail ne sont valables que pour des nombres de 
Reynolds du film liquide tres petits. En effet, pour 
Re, > 30 [9, lo], des ondes apparaissent a la surface 
du film, ce qui entraine une modification importante 
du transfert de masse et de chaleur entre les deux 
phases. Sur ce m&me theme et dans un cadre plus 
general Taitel et Dukler [I l] ont introduit un 
coefficient sans dimension qui caracterise l’etat du 
film. Ce coefficient tient compte des masses vol- 
umiques du liquide et du gaz, de la vitesse du gaz, 
de la vitesse moyenne du liquide dans une section x 
quelconque, de la viscosite dynamique du liquide et 
de la gravite. 

CONCLUSION 

Notre code de calcul permet d’etudier l’evaporation 
dans un courant d’air d’un film mince d’eau s’ecoulant 
en regime permanent, laminaire et sans onde au- 
dessus d’une surface plane inclinee de temperature 
constante et superieure a celle de fair. 

Dans ces conditions, oti la chaleu? est fournie par 
la surface, nous avons montre que l’interface eau-air 
se comporte, eu Cgard a l’ecoulement gazeux, comme 
une paroi rigide plane et isotherme dont la tem- 
perature est voisine de celle de la paroi solide. 

Les calculs ont montre que les distances d’as- 
sbchement pouvaient &tre de l’orde de quelques 
metres, ce qui donne un inter&t au procede Ctudie 
par exemple pour concentrer des effluents industriels. 
Mais, dans cette tventualite, il convient d’etendre les 
possibilites du programme de calcul pour se rap- 
procher davantage du reel. 

L’extension du modele de calcul pour traiter le cas 
d’une surface produisant un flux de chaleur constant 
est deja envisagee et l’etude sur une surface plus com- 
plexe, comme le cylindre circulaire est en tours. Nous 
reviendrons ulterieurement sur ces points. 
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ANNEXE: PROPRIETES PHYSIQUES DE L’AIR 
HUMIDE 

Pression de vapeur P,, 

P, = 
Pxw, 

0.662+0.378 x w, 

avec P la pression atmospherique 
(2) coefficient de diffusion D, 

‘.” 
D, = 

(3) viscositc dynamique de Pair humide 

9.81 
PG = 

(4) viscosite dynamique de la vapeur d’eau 

3.01472 x 10m6 t 
,& = J 273.15 
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(5) viscosite dynamique de lair set 
y- 

2.53928x IO ’ f 
&I = 

,+E J 273.15 

t 

(6) capacite calorifique massique B pression constante de 
I’air humide 

Cp=4185x[0.24x(1-ww,)f0.46xw,] 

(7) masse volumique de pair humide 

PO = JyqP-0.378W”) 

(8) conductivite thermique de I’air humide 

I, = &+4.76x 10-3 x -tk- 
I-W, 

(9) conductivite thermique de pair set 

1, = 2.43 x 10-*+9.74167x 10-5(t-273.15) 

-1.825x 10-h(t-273.15)2+2,27x 10-X(t-273.15)3 

(10) chaleur latente massique d’bvaporation 

h = 4185 x [597-0.56x (t-273.15)] 

&I, = 29 x 10 ~3 kg mot-’ M, = 18 x 10e3 kg mol-‘. 

Les pressions sont exprimees en atmospheres et les tem- 
peratures en Kelvin. 

EVAPORATTON OF A STEADY, LAMINAR, THIN FILM WITHOUT WAVINESS ABOVE AN 
INCLINED PLATE 

Abstract-The authors propose a two-dimensional model for film evaporation at constant surface tem- 
perature in a parallel stream of air. Additionally, from the boundary layer hypothesis we assume that the 
film at the same surface temperature is steady. The governing equations are solved by the finite-difference 
numerical method. The water-air interface is like an isothermal solid surface. The dry point variations are 

given as parameters. 


